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1. Einleitung

1.1. Aufgabenstellung

Stellen Sie die Theorie der Spline-Interpolatidgehein und an folgendem Beispiel dar:

Auf dem Intervall[-1;1] sei ein kubischer Spline zu finden, der die Bedngen

s(-1)=0  s(0)=1 s(1)=0 s'(-)=0 s'()=0 erfill.

1.2. Der Begriff ,Interpolation”

Interpolation dient dazu, einen mathematischen #omgterm zu finden, der festgelegte
Punkte im Graphen durchlauft. Das Prinzip wird zB8mispiel bei der Auswertung von

komplexen Versuchen mit relativ wenigen Messwelbenutzt, bei denen eine sinnvolle
Analyse sonst nicht moglich ware. Weitere Anwendinggeiche sind die exakte Steuerung
von Fabrikrobotern, die Darstellung von Computefigem in Designprogrammen (CAD)

und die Planung von StralRen.

Der durch Interpolation berechnete Term hat mehvengeile. Zum einen kann man durch
ihn die Werte zwischen den feststehenden Messwepgnoximieren. AulRerdem kdnnen
Zusammenhange unter den Werten anschaulich gemesfuten (z.B. Ahnlichkeiten zu

bekannten Funktionef?).

Es gibt verschiedene Interpolationsverfahren, doé snsbesondere in ihrer Qualitat und

Nutzbarkeit unterscheiden. Die Polynominterpolatiord im Speziellen das Verfahren von
Newton setzen auf eine Funktion vom G(aml—l), wobein die Anzahl der Stutzpunkte ist.
Ein anderes Verfahren ist neben vielen weiteredrderpolation mit Splines. Diese teilt sich

wiederum in verschiedene Verfahren auf, wie zumspiei sB-Splinesoder

kubische Splines

© Zum Beispiel in den fiir diese Facharbeit benut®engrammen Maxxon: Cinema 4D® [im Folgenden:
Cinema 4D], Adobe: Photoshop® [i. F.: Photoshop] Tiexas Instruments: Derive™ [i. F.: Derive]
@ Steinhaus, Stefan: Analysis numerischer Methodaplineinterpolation (1996) , S. 2 [i. F.: Splinei]
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Zum Vergleich hier ein Schaubild:

N

®

Der Begriff Spline kommt aus dem Schiffsbau. Eplirg ist ein dinner Stab, der friiher von
Schiffsbauern benutzt wurde, um die richtige Foan $itringer zu konstruieren (Stringer sind
Planken, die in Schiffslangsrichtung quer zu derarfign angebraucht werden und die
AulBenwand des Schiffes bilden). Die diinne Lattedewtabei an einigen Fixierpunkten an
den Schiffsrumpf gehalten und passte sich auf Groret hohen Elastizitdt der geringsten
Welligkeit an®”

2. Polynominterpolation

2.1. Erlauterung des Verfahrens

Wenn man von der gesuchten Funkticfr(x) nur an vorgegebenen Argumentstellen
X, <X <X,<..<x, die zugehérigen Funktionswerte(x,), f (x,),f(x,),....f (x,) kennt,
dann kann man durch Interpolation auf die Funktjpfx) schlieBen, die die gegebenen
Punkte durchlauft. Dadurch werden v@{x) an den Stellen zwischen den gegebenen
Wertenx,, X, X,, ....x, die Funktionswerte der unbekannten Funktiofx) approximiert”

Bei n Stiitzpunkten istp(x) eine Funktion vom Grafin-1)

p(x) =8, +ax+ay +..+a, x""7,

“ Rot Kubischer SplineGriin B-Spline,Grau Linearer Spline; Alle Grafiken in dieser Fachathveirden mit
Cinema 4D, Derive und Photoshop erstellt, es wukasme anderen Grafiken als Vorlagen benutzt

@ Brauch, Wolfgang u. a.: Mathematik fiir Ingeniedr@, durchgesehene Auflage 2003, S. 308 [im Folgende
zitiert als: Mathematik flr Ingenieure]

@ Lehr- und Ubungsbuch Mathematik V, 1992, S. 16Fimgenden zitiert als: Mathematik V]

® Mathematik fur Ingenieure, S. 307
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die durch die Stutzpunkte eindeutig definiert ishdu mit Hilfe eines linearen
Gleichungssystems gelost werden kann. Es gibt imgemau ein Polynom, das die

Interpolationsaufgabe l6st.

2.2. Anwendung am Beispiel

Gegebene Punkte:

f(-2)=2 f(-)=0 f(0)=1 f(1)=0 f(2)=27

hol

o
-2.5 -2 -1.5 b4 -8.5 a.5 1.5 2 2.5

Gesuchtes Polynom:

p(x) =a, +ax+ax’ +ax’+ax*

Aus den Punkten folgt ein lineares Gleichungssysteniunf Unbekannten.

1 -2 4 -8 16)(a,) (2| (1=nr)+(v-m)
1 -1 1 -1 1a | O (n-n)+(v-ir)
1 0 0 0 0fa|=1

1 1 1 1 1a| |0

1 2 4 8 16\a, 2 (V-11)-4av

Wegen Y-Achsensymmetrie gi#t =0 und a, =0.

0 0 8 0 32a 2) |
0020 2|al |-2| 2w
1000 Olal=| 1
0100 0fa 0
000 1 0)la 0

@ Beispiel selber gewahlt
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0000 1\(a) (3
0010 0fal |-
1000 0fa,|=| 1
01000|al|o0
00010la) (0

Das gesuchte Polynom (siehe (3)), das die gegeldeunakte interpoliert ist also:
17 2, 5

P ==X+ 15

Der dazugehorige Funktionsgraph:

-2.5 -2 e o -a.5

+-8.5

2.3. Das Newton Verfahren

2.3.1. Erlauterung des Verfahrens

Die Methode von Isaac Newton fuhrt auch zu eineryriéon von Grac(n—l) (siehe (1)),

ermdglicht aber eine leichtere Bestimmung der Kpieffiten. Man benutzt dafiir die von

Newton entwickelte Form fur das Polynom:
N (X) = ¢y +C, (X=Xo) +C,p(X=Xo) (X= X))+ Gy (X=X ) (X=X ) X =% ) ©
Aus den so erhaltenen Werten fijtc,, ...,c, werden mit dividierten Differenzen die fiir das

Polynom bendétigten Koeffizienten berechnet.

® Mathematik V, S. 17
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2.3.2. Anwendung am Beispiel
Gegebene Punkte:

N(-2)=2 N(-1)=0 N(0)=1 N()=0  N(2)=27
Definition der Stutzstellen:

Xy =2 X =-1 X, =0 X =1 X, =2

Berechnung mit der Newtonschen Formel:

N (%) =€, +Cy(Xo=Xo) +C(Xo=Xo) (X=X ) +C {X X (X X ) (X 5% )
+ (%= %) (%= %) (X0 X5) (X0~ %)

Alle Summanden auf3ey, enthalten als Faktdix, —x,) und fallen daher weg.

N(x)=¢,=2

N (%) =Co+C (X, = Xo) +Co( X=X ) (X=X )+ {Xx =x J(x =x ) (x 7% )}

+, (%, = %) (%, = X,) (X, = %) (x,=x )
Alle Summanden auf3er dem bereits bekanaofend dem darauf folgenden(x, - X,)
enthalten als Faktofx, - x;) und fallen daher weg.

N (%) =¢,+C (X~ Xp) =2+¢,(-1-(-2))

0=2+c = c=-2

Entsprechend lassen sich, ¢, und c, berechnen:
N (%) =Co+C (X, = Xo) +Co(X,=X ) X = X+ C {X =X ) (X 7% )(X 57X )
+C, (X, = Xo) (X, = X) (X,= X5) (X = X3
N (%) =Co+ ¢, (X, = Xo) +Co( X=X o) (X = X))
=2-2(0-(-3)+c,(0-(-9)( o-(- ))

3

1=-2+x, = &=}

N (%;) = Co+C, (X3 = Xo) +Co( X=X ) (X=X )+ {X 57X J(X 57X ) (X 7% )

+C, (%, = Xo) (X5 = X,) (X3= X ) (X=X )

© Es wurde das gleiche Beispiel wie bei der Polynéenjolation gewahlt, um Ahnlichkeiten zu zeigen
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(X=X o) (X=X ) +C X —xg(xg—x)(x —x)Z
:2—2(1—( 2)+3(F(=P(F(= N+ == P =(- N( 2

N (X, ) =Co+C(Xy=Xg) +Co( X=X o) (Xy= X ) +C {x =% J(X 7% ) (X 7% )
+¢, (X, = Xo) (X, = X)) (X 4= X5) (X 4= X )
N(u)=2-2(2-(-3)3(2-(-3)( 2(- -5 2(- D[ 2(- (2 X
e, (2-(-2)(2-(-3)( 2 9( 2 }

2=-8+24, - c4:1—52

Mit Hilfe von dividierten Differenzen kann man nuaus den Werten fic, bis c, das

Interpolationspolynom berechn&nEs ist das gleiche Polynom, das auch schon duieh d

normale Polynominterpolation berechnet wurde.

3. Splineinterpolation

3.1. Grundidee

Bei der Interpolation mit Splines wird fir das Inall zwischen jeweils zwei Stitzstellen ein
eigenes Polynom berechnet, das die Stitzpunkteestgtn Im einfachsten Fall (lineare
Splines) ist dieses Polynom ersten Grades, also lgieare Funktion. Als Bedingungen fir
diese Funktion dienen die beiden Stitzpunkte, dée Glerade hinreichend beschreiben.
Normalerweise verwendet man aber Polynome hdhereades, um ,Knicke" in der
Gesamtfunktion zu verhindern. In dieser Facharbaid das Verfahren der kubischen
Splineinterpolation naher beschrieben.

Aus der Mechanik ist das Prinzip bekannt, dasPeirchlauftrager, auf den an verschiedenen
Punkten unterschiedliche Krafte wirken, sich sdorent, dass die gesamte Biegeenergie des
Balkens minimal wird. Oszillationen treten nichtfada diese mit hoher Biegeenergie
verbunden waren. Das Prinzip des ,Splines* als Kaoktsonshilfe beim Schiffsbau wird
auch in der Mathematik benutzt. Die kubische Spiteepolation fihrt zu einer Kurve, die

einer Biegelinie entspricht.

©® Mathematik V, S. 20ff
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3.2. Mathematische Umsetzung
Die Splinefunktion besteht auis-1) kubischen Funktionen, die jeweils fiir ein Intetval
zwischen zwei Stitzpunktdx,; x], [X; XJ, ..., [X,._; X,] definiert sind. Die verschiedenen

kubischen Funktionen werden mst(x), s,(x), ...,s,(x) bezeichnet. Somit iss(x) im

Gesamtintervall eine Zusammenfassung der einzélnaktionen.

A

Yo Y. 9

3.2.1 Bedingungen fur Splines

An den Stiitzpunkten, die den Ubergang von einekfiam zur nachsten bilden, darf die
Gesamtfunktion weder einen Sprung noch einen Khatben. Daher missen an dieser Stelle
sowohl der Funktionswert als auch die Steigung diedKkrimmung der beiden Funktionen

identisch sein (die Gesamtfunktion ist dort zweistatig differenzierbar):
s (x+1)=s,,(x+1)
§'(x+1) =5, (x+1)
s"(x+1) =5, "(x+1)

Um eine moglichst geringe Gesamtkrimmung zu eregidder minimalen Biegeenergie des
Balkens entsprechend) muss aulRerdem gelten:

_[s" sj s"(x)*dt™

® Splines.pdf, S.2
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3.2.2 Bestimmung der Koeffizienten
Eine kubische Funktion mit dem Aufba(x)=ax’ +hx*+cx+d, benotigt zur exakten
Bestimmung4 Koeffizienten(a, b, ¢, d;). Bei n Stitzpunkten sind das insgesa#nt

Unbekannte. Jeweils zwei Stutzpunkte;y,), (X,,:Y.,) liefern flr die zwischen ihnen

liegende kubische Funktion zwei Bedingungen
s(x)=y =ax’+hx*+cx +d,
§ (Xe1) = Vs =X, 0 X7 HOx,,+d
was insgesam2n Bedingungen ergibt. Durch die Stetigkeitsbeding(figtigkeit der ersten

und zweiten Ableitung an allen Innenpunkten) erhidh 2(n—1) weitere Bedingungen.

Ein Problem bei der Bestimmung der Koeffizientenild@rgich an den beiden Enden der
Funktion s(x) , da vor dem ersten und nach dem letzten StutzpdigktSteigung und
Krimmung unbekannt sind. Hier hat man verschiedédglichkeiten:

a.) Naturliche Splines oder freier Rand: Die Krimmumnygdrsten und letzten Punkt wird
gleich Null gesetzt, was auch am ehesten einerdireg entspricht, da diese an den
aulersten Belastungspunkten auch keine Krimmungeasif

b.) Eingespannter Rand: Die Steigung an den beiden Raktin ist vorgegeben.

c.) Periodische Randbedingung: Die Steigung und Krimnuangeiden Randpunkte ist
gleich

3.3. Anwendung am Beispiel

Aufgabe: Auf dem Interval[-1;1] sei ein kubischer Spline zu finden, der die folgend
Bedingungen erfullt:

s(-1)=0  s(0)=1 s(1)=0 s'(-)=0 s'(1)=0

Es gibt drei Stutzpunkte, daher werden zwei kubis€umktionen mit insgesamd

Koeffizienten zur Interpolation bendétigt.

Fur die erste Funktion (fur das IntervpiL; O]) ist bekannt:

S (X) = aX® +bx? +cx+d

10
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Daraus ergeben sich die folgenden beiden Gleichunge
$(-1)=0 -  -a,+b-c,+d,=0
5(0)=1 - dy=1
Die Aufgabe gibt die Steigung
5'(x)=3ax* + Nx+g
am Anfang und am Ende der Gesamtfunktsfr) vor (eingespannter Rand), daher kann
noch die Gleichung
$'(-)=0 -  3a,-2+c,=0
aufgestellt werden.

Entsprechend dazu erhalten wir die Gleichungeuigizweite kubische Funktion:
5(0)=1 -~ d=1
s(1)=0 -~  a+b+c+d,=0
s'()=0 -  3Ba-2b+c,=0
Die letzten beiden Gleichungen finden sich in derdBoung nach zweimal stetiger

Differenzierbarkeit der Splinefunktion:
%'(0)=s,(0) - G=g - 6 =0
$"(0=s"(0 - b=h -~ b-b=0

Es kann nun das folgende Gleichungssystem aufieseztien:

-1 1 -110 0 0 0fa
0O 0 010 0 0 Qb
3 -2 1 00 0 0 Qg
0O 0 0 00 O O 1d|_
0 0 001 1 1 1al
0 0 0 03-21 Qb
0 0 1 00 0 -10|¢
0O 1 0 00-1 0 0ld,

Auf die ausfihrliche Auflosung des Gleichungssystemurde hier aus Platzgrinden

verzichtet. Das Ergebnis:

11



Interpolation mit Splines — Facharbeit von Friedeman Winkler

1000000 Ofa) (-2
0100000 Qh||-3
0010000 Qg 0
0001000 Qd| | 1
000O01000a|| 2
0 0000O0T1O0@Qdb||[-3
00000O00O0T1QdCc 0
0000O0O0O0 Id 1

Die beiden gesuchten Funktionen lauten also:
$(x)=-2x*-3x*+1 und s (x)=2x°-3x*+1

Der Graph mit dem aus beiden kubischen Funktiomstebhenden Spline:

P

-2.5 -2 -1.5

+-8.5

3.4. Erlauterung eines effektiveren Verfahrens

Wie sich leicht erkennen lasst, ist die oben angelea Art und Weise zur Berechnung der
Spline-Koeffizienten ziemlich aufwéandig. Fir dieiden kubischen Funktionen wird bereits
eine8[B Felder Matrix bendtigt. Pro weiterem Stltzpunkirde sie um 4 Spalten und Zeilen
grofRer werden, was einen enormen Rechenaufwandteed@aher wird nun ein verbessertes

Verfahren eingefihrt.

15,(x), Blau s (), Funktionen sind in dem fir sie geltenden Intdrieiter gezeichnet

12
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3.4.1 Mathematische Herleitung
Gegeben:

Gegeben sein eine Menge an paarweisen Stutzs{ellen) fur i =0, 1, ...,n, so dass fir
die Knoten des GitterA gilt, dass alle Knoten wie folgt angeordnet sind:

a=X% <x<..<x,=b
Gesucht:
Gesucht ist eine Menge von kubischen Splinefunktios(x), fir die gilt, dasss(x) auf
dem Gitter A (also[a, b] zweimal stetig differenzierbar ist. Es muss fallli

§ (Xe1) =82 (%e1) s 8 (Xn) = 522" (X0) und s "(X,1) =50 (%40)
gelten”

Es wird fur jedes Intervall zwischen den Punkfeny,) und (X.,,,V,,,) ein Polynom 3.

Grades mit dem folgenden Aufbau gesucht:
s(¥)=a(x=x)"+b (x=x) "+ (x-x)+d"

Ich werde nun der Ubersichtlichkeit halber die Léinges Intervall{x,, —x ) durch h

ersetzen. Wenn man die beiden Endpunkte des Ifiteimadie Gleichung einsetzt, erhalt
man:

s(x)=a(x =) +b (% =%)"+ (% -x)+d

= di =y,

und

S ()gﬂ) = a1 (X+l_)§)3+b| ()ﬁ+l_)§)2+cl ()§+1_)§)+di

=ah*+bh*+ch+d =y,

Als nachstes werden Steigung und Krimmung der d¢sackubischen Funktion mit

einbezogen. Dafur bendétigen wir zunachst die 1.2in&bleitung:

5'(x) =34 (x=%)"+ 2 (x=%) +5

5"(x)=6a (x-x)+2
Zur besseren Ubersicht wird von nun an die zweibdeibung im Punk{(x,y )durch den
BuchstabenS und im Punkt(x,,,V.,,) durch den Buchstabe8,, ersetzt. Im Folgenden

werden die gegebenen Gleichungen nachb , ¢ und d, aufgeldst.

* Splines.pdf, S. 3
® Mathematik V, S. 24

13
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s'(x)=§=63(x-x)+H=8 - p=1

§"(Xa)=Sa=6a(x.-x)+N=@h+D - 3 =%
3(5) = Vs =ah’+ a0 veh +d =20 e T o +y

:S+l_sh2+§h2+c|h+yi - q:yi+l_yi_2hs+h3+l@
6 2 h 6
Ausgehend von der Bedingung, dass die Steigungenlidksseitigen und rechtsseitigen
Polynoms in den Stiutzpunkten gleich sein missem kaan die Gleichungen zum Lésen der

noch bendtigten Unbekannt&h und S,; aufstellen:

s'(%)=3a(x =) + D (x -%)+c =¢

5.'(%) =38, (% ~x.) + (X -x_)+6, =B NI+ Db o
Die Gleichungen werden gleichgesetzt,gidx ) =s_,'(X) gilt:

G =33+ h,+G,

Nun werden die schon bestimmten Gleichungen furkbeffizienten eingesetzt und die

resultierende Gleichung vereinfacht:

~y 2hS +hS S-S ., (s - 2h S +h S
Yu<Y MS*hS, (S-S, +2( 1)h1+y. Y. 2h.8,*h S
h 6 6h

Y~y 2hS+hS,
- +
h 6

i-1

- - S-S S 2hS +hS -2h S -h S
- yw+1 y| _ y| yl*l :3[ i |1jh12 +2( |1jhl+ i i i+l i-1i-1 i-1 || |:6

6 |

- - S-S S
S A IR EEF R h.f+12( 1)h1+m.S+hS.u—m.ls.l—hls
h h. 6h_ 2

i-1

Diese Gleichung kann fur alle Punktel bisi =n-1 verwendet werden. Somit entsteht ein

Gleichungssystem, das nur noch die zweiten Ablginnan den Innenpunkteq, X,,...,X,_,

enthalt, was bedeutet, dags-1) Gleichungen fii(n-1) unbekannte Kriimmungen an den

® Splines.pdf, S. 4
14
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Innenpunkten entstehen. Die Krimmung an den Enden Gesamtfunktion wird bei

natirlichen Splines gleich 0 gesetzt.

Die resultierenden Gleichungen kann man in eindrikldarstellen:

Yoo _ K7V
2(h+h) s nTR
h 2(h+h) b S, T

h,  2(h+hy) b Sy |_g 24

hn—2 2(hn—2 + hn—l) Sn—l Yn~Yna _ Yn-1"Yn-2

At h
Dieses Gleichungssystem lasst sich nun z.B. mitvBddsen, wodurch man die Werte der

KrimmungenS erhalt, welche anschlielend in die Koeffizientergflungen eingesetzt

werden konnen ung (x) zu bestimmen.

3.4.3 Anwendung am Beispiel

Die schon von der Polynominterpolation und dem Newerfahren bekannten Stutzpunkte
werden nun mit Hilfe des in 3.4.2 eingefuhrten darens mit Splines interpoliert.
Gegebene Punkte:

s(-2)=2 s(-1)=0 s(0)=1 s(1)=0 s(2)=2"

Definition der Stitzstellen:

% =2 % =-1 X =0 % =1 X =2

Tabelle mit den fir die Berechnung nétigen Werten:

X Y R =X =X Y Y
0i{-2: 2 1 -2

1i-1{ 0 1 1

2 01 1 -1
3i1:0 1 2

4: 2+ 2

® Es wurde auch hier zu Vergleichszwecken das gldefigpiel wie fir die Polynominterpolation benutzt.

15
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Es soll mit naturlichen Splines interpoliert wergddaher gilt:
$=S,=0.

Die Werte werden in das Gleichungssystem eingesatktlieses wird gelost.

2(1+) 1 0 (S (-2

1 2(1+9) 1 ||S|=6 -F1
0 1 2wi)s (-1
4 1 0\(S 18
=»141JSZ:—124I—I
0 1 4)(S 18
4 1 0\S 18
~|0 15 4| s, |=|-66[ll - 4251
0 1 4)is 18) Goan-n)
4 1 0§ 18)\%(1 -L)
~|0 15 0|| S, |=|-90 L
0 0 1S 6
1 0 0)S 6
~|0 1 0f|S |=|-6
0 0 1S, 6

Die Werte werden in die Gleichungen fur die Koeéfiten eingesetzt, man bekommt die

folgenden Ergebnisse:

iia b c d
01 0:i-3i 2
1/-2; 3{ 0; 0
22 -3 0;1
3:-1{ 3{ 0 0

Diese konnen nun fir die einzelnen Splines in cheAmfang festgelegte Gleichung
s(x)=a (x=%) +h (x=%)"+c (x-x)+d
eingesetzt werden.

S () =(x+2)" ~3(x+ )+ 2

5.(x) ==2(x+ 1)+ 3(x+ 9’
s, (x)=2xX-3*+1
s,(x) == (x-1)"+3(x-1°

16
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Die Gleichungen kdnnen noch ausmultipliziert undeugacht werden, wodurch auch die
Symmetrie der Funktionen deutlich wird.

S (X) =x*+6x* +9x+ 4
s(x)=-2-3x*+1
s, (x)=2x-3x*+1
5(X)=

X)=—x3+6x>—-9x+ 4

+8.5 "

+-8.5

3.5. Vergleich der Verfahren

Auf den ersten Blick ist die Interpolation durcin €olynom leichter zu verstehen und scheint
auch nicht so rechenaufwéandig zu sein, da maninarFanktion statt vieler berechnen muss.
Allerdings hat die Polynominterpolation einige geaende Nachteile. So wird das Polynom
bei einer grof3en Anzahl von Stltzpunkten ziemlichandlich und ist dann auch nicht mehr
leicht zu berechnen, da riesige Gleichungssysteshizssgwerden miussen. Wenn zusatzliche
Stutzpunkte dazu kommen, kdonnen diese nicht einfacdie Rechnung mit einbezogen

werden. Statt dessen muss das ganze Gleichungssystegelost werdef.

Diese Aufgabe lieRe sich mit modernen Computerrhromwaltigen, aber es gibt noch einen

weiteren grofen Nachteil. Das Polynom wird bei vgacller Anzahl von Stitzpunkten

v 1 (%), Violett: s (x), 1s, (), Grau s;(x)
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immer welliger, es gibt viele Extrema. Bei eineriggen Anzahl von Stutzpunkten ist der

Unterschied noch nicht so gravierend, wie man ariadgenden Grafik sieht.

A

2

o U

8.5

2 2.5

-2.5 -2z —U -8.5

Wenn mehr Stutzpunkte hinzukommen wird die hoheligkalit des Polynoms deutlich:

A

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Intéspatait Splines das bessere Verfahren
ist. Es zeichnet sich durch Robustheit (keine @giohen, lokale Auswirkungen von
Anderungen an der Wertetabelle) und Effizienz dbaher wird es auch viel haufiger
angewandt und die von Programmen benutzten Spligerithmen werden standig weiter
verbessert.

Abschlie3end kann ich sagen, dass das Themengiebi8pline-Interpolation sehr interessant
und eine Vertiefung im Hinblick auf die Anwendungbgete anstrebenswert ist. Die
Erarbeitung des Themas hat sich als relativ unprobtisch erwiesen, da es viel Fachliteratur
gibt, die allerdings teilweise kompliziert und s@mzu verstehen ist. Ich habe durch die
Arbeit viel gelernt. Zur Berechnung von aufwandegerBeispielen habe ich mich in das
Computer Algebra System ,Derive* eingearbeitet,ettee schriftiche Rechnung nicht mehr

in annehmbarer Zeit moéglich war.
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